ICME 1 ]_Mexico 2008

11th International Congress on Mathematical Education

Calculo de una variable: acercamientos newtoniano y leibniziano
integrados didacticamente

Juan Antonio Alanis
Instituto Tecnoldgico y de Estudios Superiores de Monterrey (México)
juan.antonio.alanis@itesm.mx




Topic Study Group 16: Research and development in the teaching and learning of calculus

Céalculo de una variable: acercamientos newtonidedyiziano integrados

didacticamente.
Juan Antonio Alanis
Instituto Tecnolégico y de Estudios Superiores dmtdrrey (México)
juan.antonio.alanis@itesm.mx

Resumen. En este trabajo se presenta una propaebta qué ensefiar en un curso de célculo de
una variable. Con ella se pretende mejorar la @asza de esta rama de las matematicas
incorporando, en la matematica escolar, ideas grwaron a Newton y Leibniz a la creacion de
sus respectivos calculos, ideas que han estadontasseen la ensefianza tradicional. Esta
propuesta ha sido disefiada acorde con una visidtaslenatematicas mas amplia que la que ha
predominado en la ensefianza en por lo menos lmsadtcuatro décadas.
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Introduccion

La enseflanza de las matematicas ha presentada eiestia ya como un sistema conceptual
l6gicamente estructurado o ya como un lenguaje dbrmSe ha supuesto que el estudiante
entiende un concepto con solo darle su definicibriéeminos de otros conceptos previamente
definidos; que el estudiante comprende un resul@dpresentarle su “demostracion” (su
deduccion logica a partir de otros resultados preente demostrados) y, que tal entendimiento y
tal comprension le permitird aplicar las mateméticatodos los datos empiricos disponibles
contradicen este supuesto (Gascon, 2001).

La matematica es ante todo una actividad humarauorada en la resolucién de problemas;
problemas que se pueden referir al mundo natusakial o bien pueden ser internos a la propia
matematica; como respuesta 0 solucion a estos gunalsl externos o internos surgen vy
evolucionan progresivamente los objetos matematprosedimientos, conceptos y teorias. Asi,
por una parte, si bien es cierto que las matensagisain lenguaje, éste no es a priori, sino que se
ha construido para comunicar los problemas y sligcisnes; y, por otra parte, si bien las
matematicas son un sistema conceptual l6gicamesitacturado, tal sistema emerge de la
actividad de matematizacion (Godino, 2003).

Acorde con lo dicho en el parrafo anterior la pegia que aqui se presenta esta vertebrada por
un conjunto de problemas que al ser abordadosogoedtudiantes favorecera el que emerjan y
evolucionen los procedimientos y conceptos sobee doales finalmente el célculo logro
estructurarse.

Histéricamente los problemas que condujeron alisuegto y desarrollo del calculo fueron los
problemas geométricos de determinar la recta taegemna curva, el calculo del area de una
region y el célculo del volumen de un sodlido, lashgemas de maximos y minimos y los
problemas relativos al cambio de las magnitudesiragas; desde luego habra que agregar a estos
problemas a aquellos que condujeron al desarr@loirth teoria formal de limites en el siglo
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XIX, teoria que constituyo el fundamento de unolde acercamientos con el que fueron
abordados los problemas antes mencionados (Ka@24).1

Se dice uno de los acercamientos porque talesgmaisl fueron abordados por Newton y Leibniz
con ideas y estilos distintos, dando lugar a descamientos distintos: el calculo newtoniano y
calculo leibniziano. Tal distincion es hecha pamesmo Newton cuando en su “De cuadratura
curvarum” declara (Alanis 1996, p 46):

“No considero a las magnitudes matematicas conmaddas por partes, por pequefias
gue sean, sino descritas por un movimiento continas lineas son descritas y
engendradas, no por yuxtaposicion de sus partes,psir el movimiento continuo de
puntos; las superficies por el movimiento de linéas solidos por el movimiento de
superficie; los angulos por la rotacion de sus dados tiempos por un fluir
constante...”

En la propuesta que aqui se presenta, de qué ereseidia curso de calculo de una variable, se
entendera por version newtoniana aquella que sardéa tomando como practica el predecir el
valor de una magnitud que esta cambiando respectutrd, cuando se conoce la razon con la
cual estd cambiando o bien cuando se conoce cadoetscionada con sus sucesivas razones de
cambio; y, por version leibniziana, aquella quéesarrolla tomando como practica el cuantificar
una cualidad de un todo dividiéndolo en un numefiaito de partes infinitamente pequefias para
las cuales se puede cuantificar la cualidad ertibnes

Si bien cierto que cada una de estas dos versgmpsede desarrollar independientemente una
de la otra, en cuanto a dar solucion a los proldeamies sefialados, la propuesta que aqui se
presenta integra ambas versiones a fin de aprovkshbondades de una ante las limitaciones de
la otra.

Antes de pasar a describir la propuesta es imgertsefialar que quienes participaron en su
construccion, al igual que otros matematicos edeasgtconsideran que las causas de los nada
halagadores resultados de la ensefianza tradiadlenkls matematicas, no son sélo de caracter
psico-pedagogico, sino también de caracter epidégico. En tal sentido, consideran
“fundamental problematizar el propio conocimientatematico; es decir no consideralo como
transparente” (Contreras y Ordofiez 2006, p 67)e8ihargo, cabe observar que dicha propuesta
estd enmarcada en la aproximacién socioepistentalégi la investigacion en matematica
educativa al atender a una epistemologia de lasigaa mas que de los conceptos (Cantoral y
Farfan 2003).

La propuesta

Como ya se dijo, acorde a la vision de la matermdajie considera a esta ciencia esencialmente
como una actividad humana involucrada en la regmiude problemas, la propuesta esta
vertebrada por un conjunto de problemas. Se emipgma describir la estructura global de la
propuesta.
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La propuesta esta “dividida” en dos grandes part&s.términos generales, se puede decir que
cada parte aborda sustancialmente una de las wessisi a caso con ciertos elementos de la otra
para potenciar su efectividad. Ambas partes tidaemisma estructura: tres modulos (Los
problemas, Esbozo de la Teoria y Aplicaciones)lieen alusidon al surgimiento y evolucién de
los contenidos.

a) Primera parte (acercamiento newtoniano)

Los problemas, primer médulo de esta primera padesido desarrollado de acuerdo con las
implicaciones didacticas del analisis epistemoldgiealizado en (Alanis, 1996). Asi, este
modulo quedo dividido en los siguientes aparta@asnbio uniforme, Calculo aproximado del
cambio acumulado, Calculo exacto del cambio acutaul&studio cualitativo del cambio y
Método de Euler.

Antes de describir el tipo problemas que vertelraste primer moédulo segun estos apartados, se
recuerda que la version newtoniana se desarroltacahstruyendo una respuesta cada vez mas
elaborada a la pregunta ¢ cuél va a ser el valondenagnitud que estd cambiando?

Los primeros problemas que abordaran los estudiaote aguellos que propician la construccion
de la respuesta a esa pregunta en el caso en k& magnitud cambia a razon constante respecto
de otra magnitud.

En un segundo conjunto de problemas los estudiargas una idea (la de suponer que en
pequefios intervalos la razén con la cual cambiansagnitud es constante) para construir un
procedimiento para calcular aproximadamente loagmbia una magnitud cuando la razén con
la cual cambia no es constante.

En un tercer conjunto de problemas los estudiantiesrvaran que con el procedimiento anterior
y una nueva manera de pensar es posible, en ceasus, calcular el valor exacto de lo que
cambia una magnitud cuando la razon con la cuab@anespecto a otra no es constante. En
particular, dicho calculo exacto es posible reaizauando la raz6n de cambio esta dada por una
funcidn potencia multiplicada por una constante.asMaun, en contextos apropiados, los
estudiantes podran determinar el valor de una rmatygue esta cambiando cuando la razén con
la cual cambia esta dada por una funcién polinognidé hecho podran observar que la funcién
“predictora” es también una funcién polinomial.

En un cuarto conjunto de problemas, los estudiart@moceran de facto las relaciones entre una
magnitud que esta cambiando y la razdn con laastalcambiando; por ejemplo, si la razén con
la cual cambia una magnitud es positiva, enton@smhbgnitud esta creciendo. Tal
reconocimiento posibilitarda un estudio “exhaustivdé las magnitudes, de momento para
aquellas cuya funcién predictora es una funciompaotial.

En un quinto y ultimo conjunto de problemas quetelman el modulo uno de la version

newtoniana, los estudiantes usaran el método der Ppaka calcular aproximadamente lo que
cambia una magnitud cuando no se conoce expliaitiznse razon de cambio, pero se conoce
como esté relacionada la magnitud con sus sucesazames de cambio. En este apartado
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aparecen la funcion exponencial y la funcidn seha.primera como respuesta al problema de
predecir el valor de una magnitud que esta cambidedtal manera que su razén de cambio es
proporcional a la magnitud; y, la segunda comouesia al problema de predecir el valor de una
magnitud que esta cambiando de tal manera quegsnde razén de cambio es proporcional a la
magnitud.

En el Esbozo de la teoria, segundo modulo de estena parte de la propuesta, se conceptualiza
la derivada de una funcion como la precision y fdimacién de la nocién razén instantanea de

cambio, nocidn cuyo trato intuitivo fue suficiemtara desarrollar el primer médulo tal y como se

acaba de describir.

Los apartados de este segundo mdodulo coincidenrabne, mas no como son desarrollados, con
las secciones en que los libros tradicionales dieulcadividen el capitulo donde tratan a la
derivada.

Se destaca el hecho de que en este mdédulo se onaorpgos diferenciales, cantidades
infinitamente pequefias ausentes en la ensefiandiaidreal del calculo. Si bien es cierto
(Keisler, 2000) que se puede dar un trato formagyroso a estas cantidades, en esta propuesta
se hard un trato mas laxo de este tipo de numéastara aceptar su existencia, operarlos
algebraicamente como se operan los nimeros oragngreliminar de una expresion polinomial
en un diferencial aquellos términos de grado mayagual a dos. Estos supuestos estan en
conformidad con la idea de Leibniz (Kleiner, 20@&) ver a las curvas como poligonos de un
namero infinito de lados infinitamente pequenos.

En principio se llega a la definicidbn de derivadsmo un limite, pero pronto se sustituye esta

definicion por aquella que rescata el significaddalderivada como un cociente de diferenciales;

esto permitira establecer con mucha mayor fluidszréglas para derivar y los teoremas basicos
sobre derivadas.

En las aplicaciones, tercer y ultimo mdédulo de esimera parte de la propuesta, se abordan el
tipo de problemas del primer moédulo pero contand@seon herramientas explicitas para ello.
Cabe resaltar que el conjunto de magnitudes pareulales se puede calcular el valor exacto de
lo que cambian, se amplia grandemente al conjuatondgnitudes para las cuales se puede
obtener una antiderivada de la funcion que da eudssu razén de cambio.

En (Salinas, Alanis y otros, 2002) se presenta logn de detalle esta primera parte de la
propuesta correspondiente a la version newtoniammiada con ciertos elementos leibnizianos.

b) Segunda parte (acercamiento leibniziano)

Los problemas, primer modulo de esta segunda paatesido desarrollado de acuerdo con la
observacién didactica hecha por Kleiner (2001) doase refiere a la invencion del célculo por
parte de Newton y Leibbniz. Asi, este modulo queédadido en los siguientes apartados:

Longitud de arco, Areas de regiones planas, Vol@sete solidos de revolucién, Masa de una
varilla y Fuerza hidrostatica.
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Estos apartados dan cuenta del nimero de ejemdbvariedad de contextos con los que se
pretende que los estudiantes logren comprendevieeptualizacién de la integral definida de
una funcion. Para este fin, los textos tradiciesale calculo presentan a lo mas dos ejemplos: el
calculo de areas de regiones planas y el céalcula distancia recorrida por un objeto cuando se
conoce la velocidad con la cual se esta moviendo.

Esta propuesta difiere de las tradicionales no gét el mayor nimero de ejemplos que usa para
conceptualizar la integral, sino también por la erarcomo son abordados dichos ejemplos.

A continuacién se ilustra la idea con la que, ela @sopuesta, son resueltos esos problemas,
tomando como ejemplo el calculo del area de unemegebajo de la grafica de una funcidn
(continua) y sobre un intervalo.

La region se divide, apropiadamente, en n paitesapropiado, en primer lugar, es en el sentido
de que se pueda calcular para cada una de lases parvalor aproximado de su area, y con ello
poder calcular un valor aproximado del area de tadagion al sumar las areas aproximadas de
las partes en que fue dividida. En segundo lugaapropiado es en el sentido de que a medida
gque n va siendo cada vez grande, las aproximacialeeslas areas de las partes v,
consecuentemente la de toda la region, van sieadi® vez mas precisas. Y, en tercer lugar, lo
apropiado es en el sentido de pensar que el vadmt@del area de la region es el nimero al que
tienden las aproximaciones cuando n tiende a tofini

Una manera de lograr lo anterior es dividiendonérivalo sobre el que esta la region en n
subintervalos de igual longitud, y para cada sebvalo considerar la parte de la region que esta
sobre él y bajo la grafica de la funcibn. En es#so, cuando los subintervalos son
“suficientemente” pequefios, lo cual se logra cofsuficientemente” grande, las partes de la
region que ellos determinan parecen trapeciogparecido es cada vez mayor a medida de que n
va siendo cada vez mas y mas grande.

Aun y cuando, con lo ya dicho, se nota una difeeecon la ensefianza tradicional de la integral,
no se ha dicho todavia aquello que da cuenta dédeencia fundamental, cosa que se hara a
continuacion.

Siguiendo con el ejemplo del calculo del area de neigién debajo de la gréafica de una funcion
(continua) y sobre un intervalo, otra manera dermdtla exactitud de ese célculo es la siguiente:
dividase, “apropiadamente”, la regiéon en un nunnginito de partes infinitamente pequefias, lo
apropiado es, ahora, en el sentido de que se madcldar el valor exacto de las areas de cada
una de las partes y, consecuentemente, al sunaar &stas obtener el valor exacto del area de
toda la region.

De igual manera, lo anterior se logra dividiendongrvalo sobre el que esta la region en un
infinito de subintervalos de igual longitud (consestemente infinitamente pequefios) y para
cada subintervalo considerar la parte de la regignesta sobre €l y bajo la gréfica de la funcion.
En este caso, las partes de la region determinaolofos subintervalos son trapecios, ya que
siguiendo a Leibniz, trozos infinitamente pequedi®Sscurvas” son segmentos de rectas.
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Pero, finalmente, ¢cdmo se calculara el valor exdel area de la region, si ello implica sumar
un numero infinito de sumandos infinitamente pe@s@AEs aqui donde se recurrird a elementos
de la versidn newtoniana, para hacer mas efectivieibniziana, al menos como se estan
desarrollando en esta propuesta.

Si el area A de una regién bajo la grafica de um&ibn no negativa y = f (x) se visualiza como
una magnitud que esta cambiando respecto a la tnddmariable) x, esto es, A = A(x), entonces
el area de la region R debajo de la grafica dé § Gobre el intervalo [a;b] no es otra cosa que lo
gue cambia la magnitud A en el intervalo [a;b]. n@oya se dijo en la descripcion de la version
newtoniana, el valor exacto de ese cambio se poletg®er si se conoce y se puede obtener una
antiderivada de la razon con la cual cambia A retspe X, A" (X).

Ahora bien, resulta que las areas de los trapéaimstamente pequefios en los que se divide R
para calcular su area, no son otra cosa que lobigarnmfinitamente pequefios que experimenta
A en los subintervalos de x correspondientes. Ynaae puede probar, usando las reglas
estipuladas para los diferenciales, que las areaesds trapecios son “iguales” a la de los
rectangulos con base en los correspondientes solmitds y altura igual al valor de la funcion en

cualquiera de los extremos de esos subintervaamrecluye que A'(x) = f (x).

Asi, el calculo exacto del area de la region Rageble la gréfica de f (x) y sobre el intervalo
[a;b] queda garantizado si se puede obtener undedmada F (x) de f (x). Finalmente este
calculo exacto simbdlicamente se expresa asi:

[t (dx=F(0)-F(a)

Cabe observar que el miembro de la izquierda detirior ecuacion simboliza una suma infinita
de cantidades infinitamente pequenias.

Como se dijo, con esta misma idea son abordados tod problemas del primer modulo de esta
segunda parte de la propuesta. Con ello se peetgnd los estudiantes puedan resolver por
propia cuenta nuevos problemas en los que dicleasdguede poner en juego, lo cual haran en
el tercer médulo: Las aplicaciones.

Desde luego, el que los estudiantes apliquen etegimiento con el cual se abordaron los
problemas del primer modulo, depende en parte teendiaridad que tengan de los contextos en
los que se presentan los nuevos problemas. Cdisaseque en implementaciones de la
propuesta se ha logrado que estudiantes establ@ocapropia cuenta la integral con la cual
calcular el area superficial de un sélido de residin, lo cual es dificil o imposible de lograr en
los cursos tradicionales en los que la integratisine de entrada a través de las sumas de
Riemann (Pulido, 1997).

Para finalizar diremos que es, precisamente, P(lii87) quien ha establecido los lineamientos
para desarrollar esta version leibniziana del ¢@Jaue en esta propuesta se presenta integrada,
con fines didacticos, a la version newtoniana.
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Comentario final

En realidad, como suele suceder casi con cualqosa, la propuesta que se acaba de describir
no esta completa. Esta en un proceso de desacmmittmuo enriquecido por lecturas de trabajos
de colegas de distintas partes del mundo, los quesg citan son tan s6lo unos cuantos de los
que directa o indirectamente han contribuido acsuiedconstruccion.

Esta propuesta se ha querido presentar en el Bopity Group 16 (Research and development in
the teaching and learning of calculus) con la espsx de recibir retroalimentacion de los
participantes a tan importante reunion, no precsden durante la misma sino en futuras
ocasiones en las que se pueda discutir con matatede®, mejor aiin, de que algunos colegas se
interesen en realizar investigaciones encaminadeectamente a enriquecerla. Tales
investigaciones tendrian la virtud de ser explisgutar un todo vy, dialécticamente, contribuir a la
explicacion de ese todo.
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