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INTRODUCCION

En su excelente obrgQué son las matematicagP941), Courant y Robbins indican
que «las “diferenciales” como cantidades infinitatee pequefias estan ahora
descartadas definitiva y deshonrosamente...», siraggapen la edicion revisada de la
misma (1996), lan Stewart nos dice que tal indi@maeis una reflexion precisa del punto
de vista que se tenia por consenso cuando seiédaritibra, y afiade que «A pesar del
veredicto de Courant y Robbins, siempre ha habido mtuitivo y llamativo en los
argumentos a la antigua con infinitesimales. Eatém sumergidos en nuestro lenguaje
en ideas tales como “instantes” de tiempo, vela@ddinstantaneas” y el considerar
una curva como una serie de lineas rectas infieitéenpequefas y el area acotada por
una curva como suma de una cantidad infinita dasagde rectangulos infinitesimales.
Este tipo de intuicion resulta estar justificadoep se ha descubierto recientemente que
el concepto de cantidades infinitamente pequefiassrdeshonroso y no tiene por qué
ser descartado. Es posible establecer un marcoosigypara el andlisis en el que las
definiciones weierstressianas en términos de épsilalelta sean reemplazadas por
enunciados sobre infinitesimales, que son increibldge similares a las ideas intuitivas
de Leibniz, Newton y Cauchy».

Ahora bien, resulta indudable que esa presentagboélculo en las aulas, en la que el
concepto fundamental es el de limite, resulta pmooesible para la mayoria delos
estudiantes, tanto en el bachillerato como endasedas de ingenieria, sin embargo, y a
pesar del atinado sefialamiento de Stewart sobrpuslificacion del uso de los
infinitamente pequefos, es esa presentacion basaeldimite la que se sigue dando en
las aulas. Por otro lado, se ha sefialado desdeumapar de décadas (por ejemplo,
Grattan-Guinness, 1991), y cémo se puede congtatims libros de texto (Arcos, 2000)
el calculo que se emplea en los cursos de ciehéisisas y de la ingenieria parece mas
préximo a las ideas de Leibniz, Newton y Euler, gubasado en la definicidn rigurosa
de limite.

Por lo anterior es que, desde hace unos diez affws #enido trabajando, en la Facultad
de Ingenieria de la Universidad Autbnoma del EstdeldMéxico (FIUAEM), en una

propuesta para la ensefianza del célculo en la apiénfinitamente pequefios sean
utilizados, y en la que la concepcién de diferdnc@mo incremento infinitamente

pequefio de una variable recupere la importanciaeqnia en los origenes del calculo.
Cabe mencionar que no se busca implementar un dersmalisis no estandar, ya que
muy probablemente resultaria todavia mas dificicdmprender que el basado en el
concepto de limite. Mas bien se trata de utilizgmedios viejos conceptos que nos
ayuden a simplificar y volver mas atractivos pasadlumnos los conceptos del calculo.

Asi pues, se propone un curso en el que se recupereellas ideas propias de los
origenes del calculo, aprovechando los recurso®gigue disponemos actualmente.
Particularmente podemos aprovechar los recursosltegicos para graficar, evaluar
funciones, realizar operaciones aritméticas coideapy precision, e incluso realizar
procesos simbodlicos. También podemos utilizar carchra provecho el simbolismo
matematico actual y la poderosa herramienta dedowres.



En este documento se hara referencia principalmantecurso de la tecnologia como
una herramienta para la visualizacion.

ARCOS, CUERDAS Y TANGENTES

Tal vez la idea infinitesimalista més simple y molosa en el calculo, desde sus
origenes, es la que resulta de concebir una canv constituida por una infinidad de
segmentos rectilineos, cada uno de ellos de lahgifinitamente pequefia. En el caso
de la circunferencia esa idea puede visualizarsesealibir (0 circunscribir) un poligono
regular con un numero grande de lados.

Como se observa en la figura 1, no se requierendaimero muy grande de lados para
gue, a la vista, el poligono se confunda con lavacuAl pasar de la figura a la
aritmética, se requiere de valores en verdad gsapedea que se deje de distinguir el
poligono de la curva. Por ejemplo, el area delgoold regular de lados, inscrito en la
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circunferencia unitaria, estda dado pdy = - sen (:J y se requiere que de un

poligono de 10000 lados para obteder,,, = 3.14159, que es el valor de con 6
cifras significativas.
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Fig. 1

A partir de esta idea podemos afirmar que la cugm#aune dos puntos de una curva,
infinitamente préximos entre si, coincide con elcamismo, por lo que puede usarse
cualquiera de ellas en lugar de la otra, a condidié que los puntos extremos estén
infinitamente cerca. De hecho, siguiendo a Newtmatemos ir méas lejos aun, indicando
gue “si un puntoQ se mueve sobre una curva, aproximandose a un pijmt®,
también de la curva, la recta tangente a la cunval @untoP, y el arco y el segmento
gue unen aP y a Q, terminaran por confundirse en un solo segmerii'. otras
palabras, la razon entre (las longitudes de) Ilgmseatos tangente y cuerda y del arco
correspondiente, tiene como limite a la unidad.

En la figura 2 se ilustra esta proposicion. Eradblizquierdo se muestra la parte de la
gréafica dey = ser x, correspondiente &l [0, 2], lo mismo que el punt® = (1, sen) .
Ademas se muestra un pun@ también de la curva, pero en diferentes posisione
“moviéndose” haci# si se ve la figura de arriba hacia abajo.

La diferencia entre las abscisasRig Q es Dx, de manera que las coordenadaf)de
son (1+Dx,sen(l+Dx)). Los casos mostrados corresponden, respectivamente

Dx =05, Dx= 025, Dx=0.125y Dx=0.03125



En cada caso se trazé la cueRfay la partePT de la recta tangente a la curvaRen
Ademas se trazé el rectangulo definido por estaiforde la recta tangente. Esa region
rectangular es la que se muestra ampliada deldewizho.

Fig. 2

Podemos observar que, como indicaba Newton, coef@me aproxima &, queda
cada vez mas proéximo dE de manera que la cuerda y el aRQ terminan por
confundirse con la tangen®. Es decir:

Si Q es un punto infinitamente préximoPa siendo ambos puntos de una misma
curva, entonces la cuer®®), el arcoPQ, y la porcidn recta tangente a la curva en
el puntoP, situada por encima (o por debajo) del segm&p son la misma
cosa, asi que una de ellas puede ser sustituidauplmuiera de las otras.

DIFERENCIALES EN CURVAS EN EL PLANO

La aplicacion de la concepcion infinitesimalistalae curvas, junto con algunas reglas
para operar con cantidades finitas e infinitesisialasi como la concepcion de
diferencial como una variacion infinitesimal de wraiable y de integracién como la
operacion inversa a la diferenciacion, permiteneobt con relativa facilidad
expresiones para las diferenciales de las prirespalaracteristicas geomeétricas,
relacionadas con las curvas en el plano.



Por ejemplo, supongamos que una particula se meevel plano de manera que
describe la curvdDPW, segin se muestra en la figura 3. Supongamos, &sjleque
durante un intervalo de tiempo infinitamente pequda particula se mueve sobre la
curva (con una velocidad finita) desde el puRtal Q, que, por lo tanto, seran dos
puntos infinitamente préximos entre si.

Podemos observar que mientras eso ocurre, la abécisOE) del punto tiene un
incremento (infinitesimal)EE’, asi quedx=EE=PT. Analogamente, la ordenada
(v = OB) del punto tiene un incremer®’, es decirdy = BB'=TQ.

Fig. 3

También podemos ver que el a@® de la curva (indicado por un trazo mas grueso en
la figura 3, izquierda) tiene como incremento @&loaPQ=ds. Sin embargo, debido a

gue estos puntos estan infinitamente préximos esiitrel arco se puede sustituir por la
cuerda, que es la hipotenusa del tridngulo rectai®RLQ (figura 3, derecha).

Ahora bien, para dicho triangulo rectangulo tenemas PQ® = PT? +QT?, pero

PQ=ds, PT =dx y QT =dy, por lo tanto, el incremento infinitesimaletementade
arco, sera:

ds=./dx* +dy’

Fig. 4

Por otra parte, si consideramosaeta bajo la curvdfigura 4, izquierda), esto es, en el
area de la region encerrada por la curva, el eje uha perpendicular a dicho eje,
tenemos que ésta sera el area de la régieR cuando la particula se encuentréPey

el &rea de la regi6@E’'Q, cuando la particula se encuentra@nde manera que el



incremento de esta area, correspondiente al mavimote la particula de aQ, seréa el
area del trapeciBE'QP, es decir (ver figura 4, derecha):

dA= areadel trapecioEE'QP = ;(y +y+dy)dx= ; (2y + dy) dx

Es decir:
dA = ydx

Cabe mencionar que la manera en la que por lo geserprocede en los textos de
ciencias béasicas y de la ingenieria, cuando seautd integral para realizar un calculo,
es como se ha hecho aqui, que es como procediénizsi sus seguidores desde
finales del siglovii .

Por otra parte, cuando las dos variables coorden&taun sistema rectangulary vy,
tienen incrementos infinitesimalex y dy, respectivamente, se genera un rectangulo
infinitesimal en el plano, cuya area sedd = dx dy, analogamente, cuando las

variables coordenadasy r, de un sistema polar, tienen incrementos infimtatesd

y dr, respectivamente, se genera también un rectangalgue el arc®T (figura 5),
por ser infinitesimal, es parte de la recta tangemtla circunferencia (centro en el
origen, de radio) y, por lo tanto, perpendiculamda. El area de ese rectangulo es:

dd = r dr df
Por otra parte, al moverse un puntdRdeQ, recorre un arco de longitud es:
ds =,/ (r d8)? | dr?

Si el movimiento tiene lugar a lo largo de una eudefinida mediante = g(&),
entoncesir =r'd#, asi que:

ds = \[(r d8)Z + rdf* = Vr? + r'2 dff

Fig. 5

Diferencial de area en coordenadas curvilineas

Los ejemplos anteriores corresponden a expresiobeidas desde los origenes del
célculo. Para terminar vamos a ver el caso deftaaticial del area, para un sistema
general de coordenadas curvilineas (no necesartarngngonales).

Asi pues, supdngase una transformadipan el plano, definida pdix, v) = T(u,v), y
supéngase que, al tener las variabley v, incrementos infinitesimales (es decir,



diferencialesdu y dv, respectivamente, las correspondientes variacidagsy y son,
respectivamentelx y dy.

Fig. 6

Con tales suposiciones (ver figura 6), cuangdocambia su valor au + du,

permaneciendo constante P se mueve haci®. Tomando en cuenta quey y
funciones daiy v, tenemos que el desplazamientd’deQ estara dado por el vector:

PG =PW+WQ =drxi+dyj=(Sdu+dv)i+(Zdu+Zdv)j

== _ fox . (3 Y.
FQ = (ﬂu du) 1+ (ﬂu au) ]

Anélogamente, cuande cambia su valor & + dv, permaneciendo constanieP se

mueve hacid, y entonces tenemos:

S5 _ (9= ., [y )
PR _(a;dv)l-l_(aud‘j ]

De esa manera, y considerando los pares-cigrvas yv-curvas como dos pares de

rectas paralelas (la direccién del gradiente tendréaciones infinitesimales y por lo

tanto, despreciables en una region infinitesimalyariacion del area de una region en

el plano, correspondiente a variaciones infinitede® du y dv de las variables
coordenadas, estara dada por:

da = [#¢ x PR = [|[G )i + (5 au) | x [(GEav) i + (G|

a;, o ) dx ) _|8xdy _ dydx
| ) ) Hudu du dv du dv du dv
Expresion equivalente a la conocida:
Blxad| o o
|Eh:u,z:} el v
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