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Resumen 

 
Las nociones de límite y derivada de una función en un punto dado, son difíciles 
de comprender por parte de los alumnos de bachillerato y licenciatura. Las 
dificultades se encuentran precisamente en las definiciones de estas nociones,  no 
tanto en la aplicación de las reglas formales ni en el uso de las fórmulas 
correspondientes.  
 El estudio de la recta tangente es un problema básico en el cual se refleja gran 
parte de la problemática del aprendizaje del cálculo. En esta dirección, hemos 
venido construyendo un tratamiento novedoso, en que se presenta un enfoque no 
tradicional en la búsqueda de la recta tangente para gráficas de funciones 
elementales, sin el uso de la derivada,  lo que permite profundizar sobre las 
nociones fundamentales del cálculo y la comprensión de la dependencia lineal y 
no lineal: crecimiento, decrecimiento, puntos críticos, concavidad, simetría, 
pendiente de la recta tangente y sus articulaciones conceptuales.   
Se muestra  una conexión entre  la búsqueda de los puntos mínimos y máximos y 
el cálculo de la derivada de una función. Después en base a la interpretación 
geométrica de la concavidad, se propone hallar la derivada en un punto de algunas 
funciones simples. 
Algunos de los resultados previamente estudiados con el mismo método fueron 
obtenidos sólo para funciones cóncavas o cuando la pendiente m es igual a cero. 
Ahora se propone una generalización del método para  el cálculo de la reta 
tangente de diferentes tipos de funciones elementales en puntos de inflexión  y 
cuando 0≠m . El procedimiento se basa en ideas de simetría para poder construir 
una función auxiliar cóncava que tiene la misma pendiente de la función original 
a la que se le aplica el esquema anteriormente señalado. 
Este método nos ayuda a relacionar la derivada de una función en un punto dado 
con los puntos mínimos y máximos. El manejo de tales técnicas puede ayudar a 
los estudiantes de matemáticas de  diferentes niveles educativos  a asimilar 
métodos de análisis sobre características gráficas de las  funciones. Su puesta en 
escena se ha hecho con estudiantes de maestría en matemática educativa para 
evidenciar aspectos geométricos y analíticos que complementan  el estudio de la  
derivada y sus aplicaciones.  
No queremos sustituir los métodos clásicos, pero  proponemos un enfoque 
alternativo que posibilite al estudiante entender mejor las nociones básicas  del 
cálculo a través de métodos no tradicionales para  analizar el comportamiento de 
las funciones.  
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MÉTODO PROPUESTO PARA FUNCIONES CÓNCAVAS 
 
Definición: 
Consideremos las funciones )(xfy =  con ],[  , baDDx =∈  para las cuales en cada punto 

),( 00 yx  , 0x D∈  de su gráfica ))}(,{(: xyxL  existe una y sólo una recta  

00
:),( 00 xx bxmyyxR +=  que pasa por el punto ),( 00 yx , no tiene otros puntos comunes con la 

gráfica L  y  está ubicada arriba o abajo con respecto de la recta ),( 00 yxR . La clase de tales 

funciones vamos a denotar con C . La clase de tales rectas para una función )(xfy =  vamos a 
denotar como )( fT  y llamarles rectas tangentes. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                     
 
         
 
 
                              
 
 
 
 
Afirmación 1: 
Sea )(xfy =  una función   de la clase C  y un punto ),( 00 yx ,  tal que )( 00 xfy = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
Tenemos dos casos  
a)    El punto 0xx =  es un punto mínimo para  )(xFy = , entonces se cumple la desigualdad 

 

                      )(xfy =  
 
                                       

00 xx bxmy +=  

   0y                             

 
 
 
                             0x  

                                
              

00 xx bxmy +=                              

                                             )(xfy =  
 
 
  0y  

 
                        0x  

Una recta 
00

:),( 00 xx bxmyyxR +=  es de la clase )( fT  (es recta tangente)  

para  la función )(xfy =  en el punto, si y solo si, la función auxiliar  
)(xFy = ,  ][)()(

00 xx bxmxfxF +−=  tiene su punto mínimo ò  punto máximo 

en 0xx = . 

                   ][)(
00 xx bxmxfy +−=  

 
                              
 
                      
 
                            0x  

                              

                                
                                     
                         0x                      

 
 
                 ][)(

00 xx bxmxfy +−=          
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(*)      )()( 0xFxF ≥    o   ][)(][)(
0000 00 xxxx bxmxfbmxxf +−≥+−  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b)    El punto 0xx =  es un punto máximo para  )(xFy =  entonces se cumple la desigualdad 

(**)   )()( 0xFxF ≤    o   ][)(][)(
0000 00 xxxx bxmxfbxmxf +−≤+−  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 Para construir la recta tangente 

00
:),( 00 xx bxmyyxR +=  es necesario hallar  

0xm  de (*)  o  de  

(**) y calcular 
0xb  con la siguiente fórmula  

00 00
)( xmxfb xx −=                    (1) 

 
La fórmula (1), sigue del hecho que 0 0( , )x y  es el punto común de la recta 

00 xx bxmy +=  y de la 

gráfica de la función )(xfy = : 





=

+⋅=

)( 00

00 00

xfy

bxmy xx
 , 

por lo tanto 
00 00 )( xx bxmxf +=  

 

                                
                                     
                         0x                      

 
 
                 ][)(

00 xx bxmxfy +−=          

                           
 

                    
 
             ][)(

00 xx bxmxfy +−=  

 
                              
 
                            0x  

 
                            
                              

Una recta  
00

:),( 00 xx bxmyyxR +=  es  de la clase )( fT   (es recta tangente)  

en el punto ),( 00 yx  para  )(xfy = ,  si y solo si, la desigualdad (*) ò (**) se 

cumple en una vecindad de 0xx = . 
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Si 
0xm  es un número tal que la desigualdad  (*)  o  (**)  se cumple alrededor de  0xx = , 

entonces 0xx =   es un punto mínimo ó máximo para )(xFy =  y  
0xm  es la pendiente de la 

recta 0 0( , )R x y  . 

Para saber  si una función )(xfy =  pertenece a la clase C , es útil aplicar la siguiente 
afirmación. 
 
 
Afirmación 2:  
Cualquier función que tiene las tres propiedades:  

1. Se cumple la igualdad para la función auxiliar 0)( 0 =xF  

00 00 )( xx bxmxf +=                                  (2) 

2.   Si para la función )(xfy =  existen constantes 
00

, xx bm  tal que se cumple la desigualdad  

para la función auxiliar )()( 0xFxF >  

0][)(
00

>+− xx bxmxf                             (3) 

 o la desigualdad  
0][)(

00
<+− xx bxmxf                             (4) 

        en una vecindad de 0xx = , excepto 0x   

3. La constante 
0xm es única , esto es si 

0xmm ≠  , entonces no existe una vecindad 
0xV , de 

0xx =  excepto 0x ., tal que se cumple la desigualad  0][)(
00

>+− xx bxmxf  o 

0][)(
00

<+− xx bxmxf  

          es de clase C . 
Usando esta conexión entre los puntos mínimos y máximos y la recta tangente de una función se 
propone hallar la derivada de algunas funciones simples. 
 
 
MÉTODO PROPUESTO PARA FUNCIONES CON PUNTOS  DE INFLEXIÓN 
 
Sea  )(xfy =   una función con el punto de inflexión en (0,0). 
Si la función auxiliar   mxxfxFxFy −== )()(),(    para un numero m    tiene en  (0,0) 
la recta tangente 0=y , entonces la recta  mxy =   recibe el nombre la recta tangente para 
la función  )(xfy =  en el punto (0,0). 
 
                  Definición: 
             
Sea  )(xfy =   una función con el punto de inflexión en (0,0). 

Si la función transformada )(~ xFy =   para la función auxiliar  
mxxfxFxFy −== )()(),(  es 

 

      




<−
≥

==
0),(

0),(
)(~),(~

xxF

xxF
xFxFy      
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 para un número m  (es cóncava) y  tiene en  (0,0)  la recta tangente 0=y , entonces la 
recta  mxy =   recibe el nombre la recta tangente para la función  )(xfy =  en el punto 
(0,0). 
 
Explicamos nuestro método en la forma visual – gráfica. 
 
  
    
 
 
 
                         
 
 
 
 
 
  )(xfy =                                             )(xFy =                                      )(~ xFy =  
 
Consideramos que el punto de inflexión de la función )(xfy = , esta en el origen, la 
función auxiliar, mxxfxFxFy −== )()(),( , tiene pendiente cero y no es cóncava, 
por lo que no es posible aplicar el  método descrito. Construyendo la función 
transformada,   





<−
≥

==
0),(

0),(
)(~),(~

xxF

xxF
xFxFy , con el uso de la simetría con respecto del eje-x, ésta 

función ahora ya es cóncava y por tanto el método propuesto ya se puede aplicar.  
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